Convergencia de sucesiones y series de funciones

El objetivo de esta practica es usar el progravfamhematica para ilustrar mediante animaciones gréficas
los conceptos de convergencia puntual y uniforme. Al mismo tiempo, aprenderemos agunaoglos
y procedimientos ddZathematica que tienen interés por si mismos.

Como sabes, elampo de convergencia puntudg una sucesion de funciongf,} que suponemos
definidas en un intervall es el conjuntdC = {xel : {fy(X)} es convergeniey, supuesto qUE # J,
la funcion limite puntuafle { f,} es la funcionf : C — R dada por f (x) = lim{ fo(x)} para todaxeC.
Se dice también que la sucesipfy } converge puntualmenenC.

Dado un intervald C C, se dice qud f,} converge uniformemente ersiJpara tode > 0 existe un
numero naturahg tal que para toda > ng se verifica que supfa(x) — f(x)| : xeJ} <&

Ejemplo 1

Definamos las funcione$,: [0,1] — R por fy(X) = X"(1—x"). Vamos a representar juntas las gréaficas
de las primeras quince funciones de esta sucesion.

Recuerda que el comandot[f, {x, xmin, xmax}] dibuja la gréafica dé como funcién
dex en elintervaldgxmin,xmax] ;yPlot[{f 1,f 2,..},{X, xmin, xmax}] dibuja juntas las
gréficas de las funcionég,f ,,... .Observaquéf 1,f »,..}  esundista. Unalistaes simplemente

cualquier objeto encerrado entre llaves Mathematica utiliza listas para fines muy diversos, como para
definir vectores o matrices y en muchas otras situaciones.

Como escribir la lista con las primeras quince funciones de nuestra sucesién es bastante pesado,
podemos pedirle &athematica que lo haga. Una forma usual de generar listas ®fthematica la
proporciona el comandbable[expr, {i, imax}] que genera una lista con los valoreseder
cuanda recorre los enteros deaimax .

Debido a la forma en quBlot evalGa sus argumentos, asignando primero valores a la vaxiable
y evaluando después las funciones en dichos valores, cuando la lista de funci®hets deene dada
por un comando como, por ejemplbable , es preciso usdevaluate para queMathematica haga
primero la lista de funciones y después las evalle (pues de otra Mumamatica trataria de producir
una nueva tabla para cada valond® que produce un error de salida).

Recordemos quilot tiene muchas opciones, una de ellaPkdgRange->{ymin,ymax} que
sirve para indicar el intervalo del eje de ordenadas donde queremos que se representen las funciones.

Ahora ya puedes entrar ddathematica la siguiente orden:

In[1]:=

[P]Iot[Evaluate[TabIe[x “i(l-x - 7){i,15]],
{x,0,1}, PlotRange->{0,0.3}]
Out[1]=

-Graphics-

Es inmediato qudiin{ f,(x)} = 0, para todx < [0, 1]; pero al observar las gréaficas te daras cuenta de
que cuanda estdmuy proximaa 1 la sucesion f,(x) } converge a ®nuy lentamentd?odemos hacernos
idea de la rapidez con quefn(x)} converge a 0 pidiéndole Blathematica que haga una lista con los
primerosn términos de{ f,(x) }, lista que después evaluaremos para distintos valorey den.
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In[2]:=
fln_x J:==x  "n(1-x "n)

In[3]:=
sucesion[n_,x_]:=Table[f[i,x],{i,n}]

Si ahora escribesucesion[1000,0.99] obtendras una lista con las primeras mil funciones
de la sucesion evaluadas eg= 0,99. Observa que los valores en la lista van creciendo hasta llegar a
0,25 y después decrecen hasta hacerse muy pequefios, de hecho el tltimo valor es mendr Qie 10
ahora escribesucesion[1000,0.999] veras que también los valores en la lista crecen hasta llegar
a 025 y después decrecen pero ya no se hacen tan pequefios. Podemos intentanceltglae para
n > mtengamos qué;(0,999) < 10~4. Como, evidentementd,(x) < X", es suficiente toman tal que
(0,999™ < 10~4. Tomando logaritmos y despejando resulta que:

In[4]:=
m=Floor[Log[10 "-4]/Log[0.999]]+1
out[4]=
9206

Donde hemos usado la funcion la funcion parte entera qudagiematica se escribé-loor[x] vy
da el mayor entero menor o igual guePuedes probar ahora cre= 0,9999 y obtendram = 92099. Ya
ves que cuanto mas proximo esta 1 hay que tomar valores mayoreseara lograr quen(x) < 1074

Lo anterior nos indica qué¢f,} no converge uniformemente €0,1]. De hecho, observando las
gréaficas que obtuvimos antes, parece que el mayor valor que alcanzan las funciones de la sucesion en
dicho intervalo es igual a,5. Para comprobarlo podemos estudiar la derivadia.de

In[5]:=
Simplify[D[f[n,x],X]]
Out[5]=
-nx “(-1+ n)(-1 + 2x  "n)

La forma de la derivada permite deducir facilmente dues creciente ef0, %] y decreciente en
[%,1] por lo que nax{f,(x):xe[0,1]} = fn(niﬂ) = 1/4. Hemos probado asi qyd,} no converge
uniformemente en [0,1].

El estudio anterior sugiere que puede haber convergencia uniforme en intervalos de [&fafma

donde O< a < 1. En efecto, dado & a < 1, tomemog <N tal quea < % Entonces, para todo> p

tenemos qua< [0, P%] c o, %} por lo que néx{ fn(x) : xe[0,a]} = fn(a), y como im{fy(a)} =0
concluimos qud fn} converge uniformemente €@ al.

Modificando un poco la grafica que hicimos al principio podemos obtener una animacién con las
gréficas de las primeras quince funciones. Basta para ello con hacer una tabla con las quince graficas.

Departamento de Analisis Matematico Célculd d& Matematicas



Practicas de ordenador. Convergencia de sucesiones y series de funciones 3

In[6]:=
Table[Plot[f[k,x],{X,0,1},PlotRange->{0,0.3}],
{k,15}]

Out[6]=
-Graphics-

Selecciona uno de los graficos con el boton izquierdo del raton y haz doble click para ver la anima-
cion. Si va muy rapida puedes controlar la velocidad con los botones que habran aparecido en la esquina
inferior izquierda de la ventana.

Ejemplo 2

Definamosf,: Rt — R por f,(X) = n(y/x— 1). Sin duda recuerdas quien{ f,(x)} = logx, para todo
xcR". Las graficas y la animacion que siguen, en las que he introducido pequefias variantes que te
permiten elegir diversos parametros, te ayudaran a visualizar la convergencia de esta sucesion.

In[7]:=
Clear["Global™*"]

In[8]:=
g[n_,x_]:= n(x “(1/n)-1)

In[9]:=

[g]rafgk[n_,a_,b_,c_,dj::
Plot[Evaluate[Table[g[k,x], {k,n}]],

{x,a,b}, PlotRange->{c,d},
PlotStyle->Table[RGBColor[0,0,1],{n}],
DisplayFunction->Identity]
In[10]:=

graflogla_,b_,c_,d ]:= Plot[Log[x],{x,a,b},
PlotRange->{c,d}, PlotStyle->RGBColor[1,0,0],
DisplayFunction->Identity]
In[11]:=

graficas[n_,a_,b_,c_,d_]:=
Showlgrafgk[n,a,b,c,d], graflog[a,b,c,d],
DisplayFunction->$DisplayFunction]
In[12]:=

grafgklog[n_,a_,b_,c_,d_]:= Plot[{g[n,x],Log[x]},
{x,a,b},PlotRange->{c,d},
PlotStyle->{RGBColor[0,0,1],RGBColor[1,0,0]}]
In[13]:=

animacion[n_,a_,b_,c_,d ]:=
Table[grafgklog[k,a,b,c,d],{k,n}]

Escribe ahorgraficas[10,0.3,15,-1,5.5] . Cambia algunos parametros para ver qué pasa.
Observa como la aproximacion es peor al aumentar el intefaddp Finalmente, para ver la animacion
puedes escrib@nimacion[15,0.3,55,-1,6] . Experimenta un poco al cambiar los parametros.
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Como hemos visto en clase, la sucesién que estamos considerando converge uniformemente en in-
tervalos cerrados y acotados contenido®erpero no converge uniformemente en ningun intervalo del
tipo ]0,a] (porque fy(e™") —log(e ") = n(1/e— 1) +n=n/e) ni tampoco en ningln intervalo del tipo
[a,+oo] (porque fy(€") —log(€") =n(e—1) —n= (e—2)n).

Series de Taylor

Dada una sucesion de funcionfes }, podemos formar otrg,F,}, cuyos términos se obtienen sumando
n

consecutivamentes de{ f,}. Es decirf; = f1, F, = f1+ fo, ls = f1+ fo + f3, en generak, = Z fi.
K=1
La sucesionF,} asi definida se llamserie de término general, fy la representaremos por el simbolo

Z fn. Los conceptos de convergencia puntual y uniforme para sucesiones de funciones se aplican igual
para series. Asi el campo de convergencia puntual de la %rfg cuyas funcioned,, suponemos

definidas en un intervalb es el conjunt® = {x€|l : Z fn(Xx) es convergente La Unica novedad es
n>1

gue ahora también podemos consideraaehpo de convergencia absolwtea la serie, que es el conjunto
A= {xel: Z |fa(X)| es convergente

=
Unas series de funciones muy importantes son las llamadas “series de potencias"que son series del
tipo ;cn(x— a)" donde{cn}n>0 €s una sucesion de nimeros reales llamadeficientes de la serig
nz

a es un namero real. Se dice que la seZt;cn(x— a)" esta centrada en.d_as series de potencias mas

n=
frecuentes y Utiles son laeries de TaylarDada una funciorf que tiene derivadas de todos 6rdenes en

. . . < fM(a
un puntoa, se define la serie de Taylor deen el puntaa como la serie de potenmaé)k'()(x— a)k,
k>
con los convenios usuales. Recuerda que la suma parcial n-ésima de la serie de Taylor es el polinomio de
n f k
Taylor de ordem de f ena, que representamos corifig( f,a)( z a)k. Observa

gue la serie de Taylarsla sucesién de los polinomios de Taylor

Vamos a realizar una animacion mostrando cémo los graficos de los polinomios de Taylor del coseno
se van aproximando a la gréfica del coseno.

El comandaoSeries[func,{x,a,grado}] calcula la serie de Taylor deinc en la variable
X centrada em hasta los términos que indiggado . EscribeSeries[Cos[x],{X,0,10}] y ob-
serva que al final de la respuesta al comando apareseleh de errorO[x] !, que nos indica que
los términos que faltan de la serie son todos de grado mayor o igual que once. Fijate que en el caso
del coseno, los términos de potentik no existen pues, al ser una funcién par, las derivadas de orden
impar del coseno en cero son nulas, pero el comando usado no infoMag@natica de este deta-
lle. Para obtener solamente el polinomio de Taylor sin que aparezca el término de error basta escribir
Normal[Series[Cos[x],{X,0,10}]]

Vamos a definir una funcién que calcule polinomios de Taylor en cero del coseno. Para ello es-
cribe Table[scos[n,x_]=Normal[Series[Cos[x],{x,0,n}]],{n,0,100,2}]; no ol-
vides el; al final para evitar que la respuesta salga en pantalla y la ocupe toda. El comando anterior crea
una lista con los polinomios de Taylor hasta el orden 100 y les da el nasnbsfn,x] . Como los
polinomios de grados 2n y 2n+1 coinciden, hemos hecho querghdorn tome solo los valores pa-
res desde cero a cien. Puedes comprobarlo pidieiMatizematica scos[n,x] para distintos valores
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pares den.
Definamos ahora una funcién que realice pero no muestre en pantalla el grafico del coseno junto con
el descos[n,x]  enun intervalda,b]

In[14]:=
graf[n_,a_,b_]:=Plot[{Cos[x],scos[n,x]},{X,a,b},
PlotRange->{-2,2},
PlotStyle->{RGBColor[1,0,0],RGBColor[0,0,1]}]

Escribegraf[10,-2Pi,2Pi] para ver la grafica del coseno y de su polinomio de Taylor de orden
10, en[-2Pi,2Pi] . Puedes variar el intervalo para comprobar que al aumentarlo la aproximacién en
puntos lejanos es mala.

Finalmente, como ya vimos antes, para hacer una animacion cualquiera es necesario hacer todos los
cuadros de la animacién, como en un dibujo animado. Nuestra animacién constara de 21 cuadros que se-

ran los valores dgraf[n,a,b] para ntomando valores de 0 a 40 de 2 en 2. Esto ya sabras cémo hacer-
lo, ¢ verdad? Es facil, basta escrinimacos[a_,b_]:=Table[graf[n,a,b],{n,0,20,2}]
y Mathematica se encarga del resto. Compruébalo escribieardmacos[-2Pi,2Pi] . Una vez que

tienes los cuadros de la animacion, seleccionas uno de ellos y haces doble click. Puedes controlar la
velocidad como en los casos anteriores.

Ejercicios

Experimenta con lo que has aprendido, modificando de forma conveniente los comandos, para reali-
zar una animacion de la convergencia de la series de Taylor del Serg]( ) y del arcotangente
(ArcTan[x] ) enx= 0. Elige intervalos y rango de representacion adecuados. ¢Observas algun com-
portamiento particular en las aproximaciones al arcotangente? ¢ Sabes explicarlo?
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